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2. Obiettivi di apprendimento e indicatori di avvenuto raggiungimento
L’argomento della prova di verifica in esame è la risoluzione approssimata di equazioni non risolubili in maniera elementare. La prova valuta il possesso di conoscenze e abilità e segue quindi la classificazione in obiettivi secondo la tassonomia di Anderson e Krathwohl.
Elenchiamo di seguito gli obiettivi specifici di cui la prova intende verificare il raggiungimento da parte degli allievi:
1. Ricordare il teorema di esistenza degli zeri.
2. Fornire esempi rispetto alla sua applicabilità/inapplicabilità.
3. Determinare graficamente l’intervallo in cui una equazione ha soluzione.
4. Saper applicare i metodi di soluzione studiati.
La seguente tabella esplicita invece, per ciascun obiettivo, i descrittori di apprendimento e gli item relativi sulla prova di valutazione.
	Obiettivo di apprendimento
	Classificazione di Anderson e Krathwohl
	Descrittori
	Item relativo/i

	Ricordare il teorema di esistenza degli zeri.

	Ricordare – rievocare
	Lo studente enuncia correttamente il teorema di esistenza degli zeri, distinguendone ipotesi e tesi.
	Es 1: Enunciare il teorema di esistenza degli zeri, precisandone ipotesi e tesi.

	Fornire esempi rispetto alla sua applicabilità/inapplicabilità.

	Comprendere – esemplificare; spiegare
	Lo studente sa fare esempi di equazioni per le quali il teorema di esistenza degli zeri può/non può essere utilizzato per garantire l’esistenza di soluzioni.
	Es 2: Fare un esempio di equazione per la quale vale il teorema di esistenza degli zeri e fare un esempio di equazione alla quale non si può applicare il teorema, ma che ha comunque soluzione. Motivare ogni esempio proposto.

	Determinare graficamente l’intervallo in cui una equazione ha soluzione.

	Comprendere – interpretare.
Valutare – controllare
	Lo studente sa interpretare la soluzione di un’equazione non risolubile elementarmente come intersezione di due curve note nel piano cartesiano e sa stimarne l’intervallo di soluzione.
	Es 3: Per ciascuna delle equazioni assegnate, determinare l’intervallo (o gli intervalli) in cui essa ha soluzione, avvalendosi dell’interpretazione grafica.


	Saper applicare i metodi di soluzione studiati.

	Applicare – eseguire
	Lo studente sa applicare i metodi di bisezione e della corda con le approssimazioni richieste.
	Es 4: Risolvere mediante il metodo di bisezione l’equazione … nell’intervallo … con approssimazione di un decimo.
Es 5: Risolvere mediante il metodo della corda l’equazione … nell’intervallo … (fare i primi 4 passaggi del metodo).




2. Destinatari, loro percorso di apprendimento e prerequisiti
[bookmark: _GoBack]La prova è stata da me somministrata ad una classe quarta di un liceo scientifico con sperimentazione PNI durante il mio periodo di tirocinio attivo in quella classe. La classe è composta da 22 allievi, di cui 13 maschi e 9 femmine. Due allieve sono straniere, di nazionalità francese e cinese rispettivamente, parlano correntemente l’italiano nonostante non siano nate in Italia (la ragazza francese è inoltre uno degli elementi di maggior valore della classe) e in genere non hanno problemi di comprensione degli argomenti svolti. Il livello della classe è medio-alto, con punte di eccellenza e situazioni più deboli; in generale il livello di attenzione e partecipazione è soddisfacente. L’argomento delle equazioni approssimate è stato trattato per circa due settimane, durante le quali sono stati svolti molti esercizi; la mia tutor accogliente mi ha proposto alla fine del percorso di organizzare autonomamente una prova di verifica sommativa.
I prerequisiti necessari per affrontare l’unità didattica sono:
· nozione intuitiva di funzione continua
· rappresentazione grafica di funzioni elementari nel piano cartesiano
· nozione di soluzione di un’equazione come zero della funzione corrispondente
· linguaggio delle funzioni e loro manipolazione (calcolo di una funzione in un punto, segno di una funzione)
· uso della calcolatrice scientifica
I contenuti oggetto di verifica sono:
· teorema di esistenza degli zeri, sua comprensione e applicabilità
· metodi di calcolo di soluzioni approssimate per equazioni non risolubili elementarmente (metodo di bisezione, metodo della corda)
· stima grafica dell’intervallo in cui cade la soluzione di un’equazione non risolubile elementarmente 
· nozione di accuratezza dell’approssimazione

3. Tipologia e struttura della prova
Ho volutamente scelto una prova di verifica semistrutturata, perché la matematica non è solo fare di conto ma anche conoscere il linguaggio specifico della disciplina e ragionare consapevolmente sui teoremi studiati. Inoltre l’argomento stesso oggetto di verifica è molto meccanico, la risoluzione approssimata di equazioni  richiederebbe infatti semplicemente di applicare delle procedure, quindi ho inserito un paio di domande più teoriche e di ragionamento critico. 
La prova consta di 5 esercizi; il primo, sull’enunciato del teorema di esistenza degli zeri, è una domanda a risposta aperta che mira a verificare che i ragazzi abbiamo effettivamente studiato l’enunciato del teorema e abbiano ben chiara la distinzione ipotesi/tesi. Il secondo esercizio è quello a mio avviso più complesso, perché richiede agli studenti di fare autonomamente degli esempi che mettano in luce la loro comprensione e la loro padronanza del teorema che dovrebbero avere studiato. La difficoltà di questo esercizio risiede, inoltre, nel fatto di non essere mai stato affrontato in classe. Il terzo esercizio mira a verificare che gli studenti abbiano ben compreso che la soluzione di un’equazione è un processo equivalente alla determinazione (grafica in questo caso) degli zeri della corrispondente funzione, o dell’intersezione tra due funzioni elementari note. In particolare, vorrei che gli studenti avessero capito che non per forza lo zero è unico. Il quarto e il quinto esercizio che propongo sono quelli sulla risoluzione algoritmica vera e propria delle equazioni, una volta con il metodo della corda, una volta con il metodo di bisezione. È questo un esercizio standard, per quanto laborioso e calcoloso, che mi aspetto gli allievi riescano a risolvere. L’approssimazione richiesta negli esercizi non è elevata, perché ciò che la prova intende rilevare è la comprensione dell’algoritmo, piuttosto che l’iteratività di un procedimento macchinoso (che nella realtà sarebbe svolto da un calcolatore automatico). Volutamente gli esercizi non sono in ordine progressivo di difficoltà, perché vorrei che gli studenti decidessero autonomamente come gestire il tempo e la prova, cosa svolgere prima e cosa dopo. 
4. Accorgimenti adottati per la somministrazione della prova
La verifica è stata fissata con una settimana di anticipo, specificando per bene quali argomenti andare ad approfondire per conseguire un buon risultato; molto tempo è stato dedicato nel corso delle due settimane in cui è stato affrontato l’argomento alla risoluzione di esercizi in classe. 
Al momento della somministrazione, sono stati separati i banchi in modo che si minimizzasse la possibilità di comunicazioni tra gli allievi, quindi è stato distribuito il testo della verifica e letto ad alta voce per fugare eventuali dubbi: una volta cominciata la prova non sarebbe stato più possibile fare domande; sono stati poi comunicati i punteggi relativi ai singoli esercizi. Il tempo a disposizione per completare la prova è stato di 60 minuti esatti. I ragazzi avevano ovviamente a disposizione la calcolatrice, data la grande e complessa mole di calcoli da svolgere negli ultimi due esercizi. 
5. Criteri di valutazione e regole di assegnazione dei punteggi
Come già detto, la prova consta di cinque esercizi. Il massimo del punteggio per ogni esercizio viene attribuito valutando la correttezza e l’esaustione della risposta e l’aderenza alle consegne. La prova globalmente ha un punteggio di 12 punti, non ugualmente ripartiti fra i vari esercizi. 
Criteri di valutazione
Esercizio 1: esercizio facile, di pura conoscenza nozionistica dell’enunciato del teorema; pertanto è stato assegnato 1 punto per l’esposizione corretta ed esauriente dell’enunciato, ripartito in 0.5 punti per la presenza di tutte le ipotesi e 0.5 per la presenza della tesi.
Esercizio 2: come già detto, è l’esercizio più complesso. Si è perciò deciso di assegnargli 4 punti, così ripartiti: 2 punti per il primo esempio richiesto, 2 per il secondo. Ancora, per ogni esempio c’è una detrazione di 1 punto se esso non viene esaurientemente motivato alla luce del teorema di esistenza degli zeri.
Esercizio 3: ciascuna delle tre equazione assegnate vale 1 punto, per un totale di 3 punti. Ogni punto è così ripartito: 0.5 punti se il grafico è corretto, 0.5 se l’intervallo numerico è stato determinato.
Esercizio 4: è l’esercizio applicativo sul metodo di bisezione; vale 2 punti, così ripartiti: 1 punto se si dimostra di aver compreso l’algoritmo; 1 punto se si raggiunge la precisione di approssimazione richiesta e se i calcoli sono corretti.
Esercizio 5: è l’altro esercizio applicativo, sul metodo della corda; anch’esso vale 2 punti, che ho però deciso di ripartire altrimenti da quanto fatto sopra, perché tale metodo è a mio avviso più laborioso e leggermente più complicato: 1.5 punti se si dimostra di avere compreso l’algoritmo e solo 0.5 se si fanno tutti e 4 i passi richiesti e se i calcoli sono corretti.
Come già detto, la prova complessivamente vale 12 punti, e, poiché i voti minimo e massimo stabiliti dal dipartimento sono rispettivamente 2 e 10, si è usata questa formula per la corrispondenza punteggio conseguito/voto ottenuto: 
v=0.67*p+2 (v voto ottenuto, p punteggio conseguito)
La sufficienza si ottiene quindi con un punteggio di 6 punti; ciò ha senso in relazione ai punteggi dei singoli item, perché 6 punti si potrebbero ottenere, ad esempio, risolvendo correttamente l’esercizio 1 (il teorema è stato studiato), gli esercizi 5 e 6 (gli algoritmi sono stati compresi) e una minima parte dei due esercizi rimanenti (il teorema è stato compreso/si è in grado di determinare approssimativamente l’intervallo in cui cade la soluzione di un’equazione).
6. Resoconto di somministrazione
Il giorno della prova due alunni erano assenti; malgrado gli studenti tentassero di comunicare, l’attenta sorveglianza ha fatto sì che tale evenienza non si verificasse. I 60 minuti messi a disposizione per la compilazione si sono rivelati non adeguati per circa un terzo della classe; questi allievi non sono, infatti, riusciti a concludere la prova nei tempi stabiliti.

Si riporta il testo della prova.
Es 1: Enunciare il teorema di esistenza degli zeri, precisandone ipotesi e tesi.
Es 2: Fare un esempio di equazione (con relativo intervallo) per la quale vale il teorema di esistenza degli zeri e fare un esempio di equazione alla quale non si può applicare il teorema, ma che ha comunque soluzione. Motivare ogni esempio proposto.
Es 3: Per ciascuna delle equazioni assegnate, determinare l’intervallo (o gli intervalli) in cui essa ha soluzione, avvalendosi dell’interpretazione grafica.
cos(2x)-x3=0
4x-e2x+3=0
arctg(x+2)-x=0
Es 4: Risolvere mediante il metodo di bisezione l’equazione sen(x)-x+1=0 nell’intervallo [1;2] con approssimazione di un decimo.
Es 5: Risolvere mediante il metodo della corda l’equazione ln(2x)-x2+4=0 nell’intervallo [1.5; 3] (fare i primi 4 passaggi del metodo).





Questi i punteggi riportati dai singoli allievi:
[image: C:\Users\Principessa Consuelo\Pictures\Cattura.PNG]

Per scelta della tutor accogliente vengono assegnati solo voti interi e mezzi voti; pertanto, i decimali vengono arrotondati all’intero o al mezzo voto più vicino: da V,01 a V,24 si arrotonda a V; da V,25 a V,74 si arrotonda a V,5; da V,75 a V,99 si arrotonda a V+1 (V punteggio conseguito).











7. Analisi dei dati emersi dalla somministrazione
Riportiamo la distribuzione delle frequenze dei voti finali.

[image: C:\Users\Principessa Consuelo\Pictures\Cattura2.PNG] 

In particolare, notiamo che un quinto della classe ha riportato un’insufficienza lieve (5,5), solo un allievo ha riportato un’insufficienza grave, e che la verifica complessivamente è andata bene (15 persone hanno preso la sufficienza, 7 di esse hanno riportato una votazione maggiore o uguale al 7,5).



Notiamo che non ci sono stati voti inferiori al 4,5, che c’è stato un 10 e che l’andamento è approssimativamente normale, anche se con una lieve asimmetria (fortunatamente verso destra). I voti più frequenti sono stati 5,5 e 6,5 (dati bimodali), la media è di 6,8, il voto mediano è 6,5.






8. Analisi degli item

Riportiamo anzitutto una essenziale analisi statistica item per item.
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Facciamo qualche breve considerazione a partire da questi dati di sintesi: gli item 1 e 4 sono risultati i più facili e sono quelli a cui gli studenti hanno risposto mediamente meglio; infatti, la media sul primo item è di 0.75 (valeva un punto, domanda sull’enunciato del teorema di esistenza degli zeri) e la media sul quarto è di 1.7 (valeva 2 punti, domanda sul metodo di bisezione). Il minimo sul quarto esercizio, inoltre, è 1, il che significa che tutti gli studenti hanno risposto almeno parzialmente correttamente a quel quesito; è l’unico caso in cui ciò si verifica. Sul quinto item (metodo della corda) pensavo ci sarebbe stato un andamento generale relativamente migliore, la moda è di 1.5, quindi il problema può essere legato al fatto che non ci sia stato abbastanza tempo per raggiungere l’accuratezza di approssimazione richiesta dal testo. Come mi aspettavo, invece, l’esercizio 2 è stato quello che ha causato più problemi: la media è 1.6, piuttosto bassa se si considera che valeva 4 punti.

Passiamo ora ad analizzare gli item in base ai seguenti indici:
indice di difficoltà (ID)
potere discriminante (PD)
indice di selettività (IS)
indice di affidabilità (IA)

· L’indice di difficoltà dell’item si calcola come rapporto fra il punteggio totale ottenuto da tutti gli
studenti sull’item (Ptot ) e il punteggio totale massimo ottenibile sull’item, se tutti gli studenti avessero risposto perfettamente (Pmax). Esso dà un’indicazione di quanto l’item sia stato percepito come facile/difficile dagli studenti.
Riportiamo item per item i valori Ptot e Pmax e il calcolo dell’indice di difficoltà.	
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La seguente tabella mostra come vada interpretato tale indice:
[image: ]
Non sono stati quindi assegnati item difficili, vi è la presenza di un solo item medio-difficile (il 2), di 3 item medio-facili e di un item facile (quello sul metodo di bisezione).
· Potere discriminante
Il potere discriminante di un item è il prodotto tra il numero di risposte esatte (indicato con E) e il numero di risposte sbagliate (indicato con S) date all'item, diviso per la metà del numero totale di risposte (N) elevato al quadrato:


Come dice il suo nome, il significato del calcolo di questo indice è quello di comprendere se l’item è stato utile per discriminare tra chi ha raggiunto gli obiettivi prefissati e chi no.
Se PD=1 significa che metà degli studenti hanno risposto correttamente e metà in modo errato, quindi il potere discriminante è massimo.
Se PD=0 significa che tutti gli studenti hanno risposto in modo corretto o in modo errato, quindi il potere discriminante è nullo.
Per calcolare tale indice è necessario dare una definizione univoca di cosa sia da intendersi con l’espressione “risposta corretta”; ho dunque considerato corretta la risposta se il punteggio riportato è stato strettamente maggiore di metà del suo pieno punteggio. L’unica eccezione è sul quarto esercizio, ove ho considerato corretta la risposta anche se non si raggiungeva l’accuratezza di approssimazione. Questa è la tabella riepilogativa per il calcolo del potere discriminante dell’item:
[image: C:\Users\Principessa Consuelo\Pictures\Cattura9.PNG]
Notiamo che, a parte il quarto item, tutti gli altri hanno un potere discriminante piuttosto accentuato; in particolare, il primo ed il terzo sono stati quelli più discriminanti tra allievi più preparati e meno preparati.
· Indice di selettività
L'indice di selettività di un item è dato dalla differenza tra il numero di risposte esatte date dal terzo del totale degli allievi (contrassegnati da un pallino rosso nella prima tabella) che ha ottenuto il punteggio migliore, indicato con Nm, e il numero totale di risposte esatte dato dal terzo degli allievi (contrassegnati da un pallino blu nella prima tabella) che hanno ottenuto i risultati peggiori nell'intera prova, indicato con Np, rapportato al numero totale degli allievi (N) diviso 3. Indica quanto l’item è coerente con l’insieme degli item della prova.

Is= 
Se Is=1 chi ha ottenuto punteggi alti nella prova ha risposto correttamente all’item e chi ha ottenuto punteggi bassi nella prova ha risposto in modo sbagliato all’item; ciò significa che la selettività dell’item è massima. 
Se IS=0 l’item non è selettivo, poiché tanto gli studenti bravi quanto quelli meno bravi sono stati in grado di rispondere in modo corretto. 
Se  IS=-1, invece, gli studenti meno bravi hanno risposto in modo corretto mentre i bravi in modo errato (selettività rovesciata). 
Il significato di questo indice è capire quanto l’item è coerente col resto della prova.
Nel mio caso, poiché gli allievi presenti durante il compito erano 20, ho pensato di considerare come valore di N/3 il valore 7. 
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Dalla tabella emerge che tutti gli item presentano un valore positivo per questo indice, che l’esercizio 4, al solito, è quello meno selettivo, e che il più selettivo di tutti è stato il terzo esercizio.
· Indice di affidabilità
Questo indice si calcola mediante la formula
IA = IS*ID
dove 
 ID è, al solito, l’indice di difficoltà
IS è l’indice di selettività.
Questo indice varia ovviamente tra – 1 e 1 e serve a mettere in luce come un buon item, per essere definito tale, debba essere facile e discriminante.
Il fatto di ottenere un valore prossimo a 0 significa che l’item in questione non discrimina in modo netto gli studenti più preparati da quelli meno preparati. Se al contrario si ottiene un valore prossimo a 1, significa che l’item discrimina in modo netto chi è preparato e chi no.
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Possiamo notare che l’indice di affidabilità non ha valori troppo elevati nella nostra prova, il quarto e il quinto in particolare perché non sono abbastanza selettivi.
9. Indicazioni per il recupero
La prova è stata riconsegnata corretta agli studenti due lezioni dopo la somministrazione, in modo che essi avessero ancora abbastanza presente in che modo l’avessero affrontata. Ciascun allievo è stato chiamato singolarmente alla cattedra a ritirare la propria prova di verifica, che è stata brevemente commentata, così da chiarire alcuni punti e perché noi insegnanti potessimo comprendere quale fosse stata la difficoltà nell’eseguire gli esercizi, con domande mirate a ciascuno studente. Successivamente è stata svolta la correzione alla lavagna, insistendo soprattutto sugli esercizi risultati più difficili per gli studenti, in particolare il secondo. Proprio sul secondo si è fatto leva sulla differenza tra condizione necessaria e sufficiente e si è cercato di stimolare gli allievi ad essere critici, a cercare di capire cosa succede quando cade un’ipotesi di un teorema.  Poiché nel complesso la verifica non ha riportato risultati troppo negativi si è semplicemente pensato di assegnare la risoluzione a casa del secondo esercizio a coloro che lo avevano sbagliato durante la prova ed un paio di esercizi sul metodo della corda a chi nella prova ha riportato il punteggio di 0 relativamente a quell’esercizio; l’argomento è stato compreso più o meno da tutti e dunque la programmazione didattica può continuare il suo corso.
10. Riflessione conclusiva 
Sono abbastanza soddisfatta dell’esperienza conclusa: gli obiettivi prefissati sono stati raggiunti dalla maggior parte degli studenti. Le criticità che ho rilevato maggiormente fanno riferimento al tempo dato a disposizione per la prova: forse esercizi che richiedono conti così lunghi e macchinosi necessitano di ancora più tempo, anche se a ben vedere il tempo a disposizione per la risoluzione di ogni singolo esercizio era in media di 12 minuti. Altra criticità è stato l’esercizio 2: era un tipo di prova a cui i ragazzi di quella classe non sono tanto abituati, anche se, soprattutto in un liceo scientifico, credo sia importante far ragionare gli studenti su problematiche di questo genere. 
La verifica è stata apprezzata dai ragazzi, che hanno dichiarato che fosse effettivamente rispondente a ciò che noi avevamo indicato sarebbe stato oggetto di verifica. La modalità di lavoro è stata dunque premiante: le innumerevoli ore di esercitazione affrontate in classe sono state seguite dagli allievi ed hanno dato i loro frutti; effettivamente, si tratta di un argomento non troppo complesso, a tratti macchinoso, ma che fa emergere anche alcune doti di ragionamento e comprensione di argomenti fondanti della matematica, quali le funzioni e l’impossibilità di risolvere esattamente tutte le equazioni, da cui la conseguente necessità di saperne stimare approssimativamente un intervallo di soluzione. 
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