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1. Collocazione didattica

Il contesto in cui è stata proposta la prova di verifica qui in esame è quello di una classe III di un liceo scientifico a sperimentazione PNI (Piano Nazionale Informatica), il cui piano di studi prevede 5 ore di matematica dalla classe prima alla classe quinta e lo studio della fisica già dal primo anno.

La classe è composta da 23 allievi, di cui  5 femmine e 18 maschi. Non ci sono portatori di handicap.

La verifica è stata proposta nel marzo 2009, come seconda verifica scritta del secondo quadrimestre. E’ stata somministrata al termine di un'unità didattica sull'introduzione alle funzioni goniometriche. Si è voluto nello specifico affrontare un tema, che tipicamente viene presentato dal punto di vista algebrico, tramite il concetto di funzione analizzandolo dal punto di vista grafico.

La prova in oggetto era quella conclusiva dell’unità didattica atta a verificare la comprensione e la capacità di applicazione dei contenuti trattati.

L’unità didattica è stata sviluppata in 12 ore di lezione gestite con modalità varie: lezione frontale (4 h), lezione interattiva (1 h), attività di scoperta con supporti informatici nel laboratorio (2 h) , problem solving (2 h), interpretazione di grafici (1 h) e verifica formativa in itinere (2 h).
La situazione della classe, per quanto riguarda il rendimento precedente in matematica, è buona. Al termine del primo quadrimestre, ci sono state soltanto due casi di insufficienza. Al termine di un corso di sostegno tenuto nel mese di febbraio, entrambi i casi di insufficienza hanno fatto una prova di verifica di recupero del programma del primo quadrimestre, con esito positivo.
Questa le valutazioni finali del primo quadrimestre degli allievi della classe (l’ordine in cui sono presentati è lo stesso con cui verranno proposte le analisi successive relative alla verifica in esame): 

	Allievo
	Valutazione I quadr.
	Valutazione ultima verifica

	1
	7
	7,5

	2
	6
	6

	3
	8
	7,5

	4
	6
	5,5

	5
	8
	7,5

	6
	7
	6

	7
	7
	8,5

	8
	8
	7,5

	9
	8
	7

	10
	5
	6

	11
	9
	9,5

	12
	6
	5

	13
	7
	7

	14
	6
	6

	15
	8
	8,5

	16
	9
	8,5

	17
	9
	8

	18
	5
	5

	19
	9
	9

	20
	8
	6,5

	21
	6
	4

	22
	6
	4,5

	23
	6
	6


Le situazioni di insufficienza sono segnalate in colore rosso.
Il livello di competenza generale della classe, contestualizzato all’interno di un liceo scientifico sperimentale, è buono, soprattutto per quanto riguarda le competenze seguenti: capacità di indurre da situazioni geometriche-pratiche particolare considerazioni di tipo generale, capacità di manipolare opportunamente espressioni algebriche e numeriche (anche radicali), competenze lessicali specifiche della matematica (simbologia opportuna, capacità di sintesi), capacità di problem-solving, competenza nell’uso di supporti informatici specifici (software di geometria dinamica e fogli di calcolo).
Tenendo conto che la classe ha affrontato lo studio della fisica già nel biennio, le funzioni goniometriche sono già state introdotte all’interno di questa disciplina, anche se da un punto di vista empirico, come rapporto tra lati (nel contesto dei vettori, della cinematica e della dinamica, in particolare per quanto riguarda lo studio del moto a più dimensioni, il calcolo della risultante di più forze, lo studio della dinamica e cinematica del piano inclinato). Non si è tenuto comunque sostanzialmente conto di tale prerequisito, preferendo una redifinizione delle funzioni goniometriche a partire dalla circonferenza goniometrica (funzioni circolari). Solo in una fase successiva a quella analizzata in questa verifica, si riprenderà la definizione fisica delle funzioni goniometriche, in vista di una sintesi finale.

I prerequisiti per l’unità didattica sono dunque:

· conoscenza dei metodi algebrici di soluzione delle equazioni di primo grado ad una incognita

· conoscenza della rappresentazione di una funzione nel piano cartesiano 

· concetto di funzione, dominio e codominio

· iniettività ed invertibilità

· geometria analitica della circonferenza e della retta

· teorema di Pitagora

· simmetrie

· valore assoluto

· radicali quadratici

Gli argomenti affrontati dall’unità didattica sono stati:

· definizione di angolo e sua rappresentazione sulla circonferenza goniometrica

· misura dell’ampiezza di un angolo in gradi sessagesimali e in radianti

· definizione delle funzioni goniometriche sulla circonferenza goniometrica

· i valori delle funzioni goniometriche di angoli particolari

· la periodicità delle funzioni goniometriche

· caratteristiche delle funzioni goniometriche: dominio, codominio, simmetria, zeri, segno

· relazioni fondamentali tra le funzioni goniometriche con particolare attenzione al loro significato geometrico

· costruzione del diagramma cartesiano di funzioni goniometriche del tipo y = a sin(cx+d) con l'ausilio del software di geometria dinamica Geogebra, con particolare attenzione al significato geometrico dei diversi parametri letterali.

· Le funzioni goniometriche inverse e le loro caratteristiche

· gli angoli associati

· le equazioni goniometriche elementari con particolare attenzione al loro significato di ricerca di zeri di una funzione.

2. Obiettivi generali

Elenchiamo gli obiettivi generali dell’unità didattica suddividendoli tra obiettivi specifici (relativi alla disciplina) e obiettivi trasversali (interdisciplinari).

Obiettivi specifici:
1. acquisire il concetto di funzione goniometrica e saper riconoscere le funzioni goniometriche nel contesto più generale delle funzioni
2. Saper riconoscere il significato geometrico delle diverse funzioni goniometriche e sapere ricavare le loro proprietà a partire da tale rappresentazione grafica

3. Conoscere e saper ricavare le relazioni fondamentali tra le funzioni goniometriche

4. Conoscere e saper ricavare, a partire dalla rappresentazione geometrica, i valori delle funzioni goniometriche di angoli particolari

5. Saper riconoscere gli angoli associati e saper ricondurre le funzioni goniometriche ad essi relative a quelle di angoli noti, a partire dall’interpretazione grafica

6. Saper riconoscere i limiti di invertibilità delle funzioni goniometriche e conoscere le proprietà delle funzioni goniometriche inverse
7. sviluppare la capacità di leggere i grafici, in particolare di capire se rappresentano o no delle funzioni e di ricavarne le caratteristiche e le simmetrie
8. indagare la relazione tra numeri e entità geometriche: riconoscere la relazione tra il coefficiente angolare della retta e le funzioni goniometriche

9. riconoscere che la risoluzione di un'equazione equivale alla ricerca degli zeri di una funzione; saper risolvere un’equazione goniometrica elementare
10. saper operare su funzioni periodiche e saper esprimere un risultato in termini periodici.
Obiettivi trasversali:
1. saper leggere e interpretare un grafico relativo ad un andamento (così da poter correttamente comprendere dati riportati su giornali sotto forma di grafici)

2. acquisire una modalità complessa di vedere lo stesso oggetto sotto punti di vista diversi senza limitarsi a ripetere sterili meccanicismi

3. acquisire la capacità di esplorare alla ricerca di nuovi legami e significati

4. saper verificare le proprie ipotesi tramite le discussioni con i compagni e l'ausilio di software

5. applicare ragionamenti di tipo deduttivo e seguire regole e procedure.

6. saper utilizzare un software per il raggiungimento di obiettivi specifici

7. riconoscere lo studio delle funzioni goniometriche come strumento utile per la comprensione di fenomeni ottici ed acustici.
3. Struttura della prova e modalità di somministrazione

La prova di verifica qui in esame segue una verifica in itinere formativa (di 2 h di durata), somministrata due settimane prima, della quale è stata data agli studenti la correzione scritta accompagnata alla loro verifica per una riflessione individuale a casa sugli errori commessi. In classe è stata poi dedicata una lezione al chiarimento di ulteriori dubbi, rimasti in seguito alla riflessioni individuale.

Il tempo concesso per l’esecuzione della prova è stato di 2 h di 50 minuti ciascuna. Ai ragazzi è stato dato il testo scritto della verifica, con indicazioni (in calce al testo stesso) dei punteggi relativi ai singoli quesiti. La prova era strutturata in 9 quesiti diversi, ciascuno dei quali volto a misurare il raggiungimento di uno o più obiettivi cognitivi. Il punteggio assegnato ad ogni domanda è proporzionale al grado di difficoltà ma anche al tempo necessario per rispondere ad essa. Dai punteggi previsti per i singoli quesiti si può comunque osservare che al tendenza generale è stata quella di proporre molti esercizi diversi di lunghezza abbastanza ridotta e, con poche eccezioni, sostanzialemnte equivalenti o con poche differenze di difficoltà e tempo richiesto. Si è dunque evitato di proporre quesiti a difficoltà crescente oppure che via via sommino le competenze di quelli precedenti. 
Le diverse domante, tuttavia presupponevano risposte di tipo diverso: le domande 1,2,5,6, 7 chiedevano di risolvere un esercizio, le domande 3 e 4 di condurre una dimostrazione, le domande 8 e 9 chiedevano di costruire un grafico cartesiano e di analizzarlo.

Durante lo svolgimento della prova non si sono verificati casi di incomprensione sul testo della verifica, eccezion fatta per la richiesta da parte di alcuni studenti di chiarimenti riguardo all’unità di misura angolare (gradi sessagesimali o radianti) con cui presentare i risultati.
Nessuno studente non è riusciuto a completare la verifica per mancanza di tempo, anzi un certo numeri di essi ha consegnato la prova circa 10-20 minuti prima dello scadere del tempo concesso.

4. Obiettivi cognitivi e descrittori di raggiungimento

La prova è strutturata secondo 9 domande, ciascuna delle quali è volta a misurare il raggiungimento di uno o più obiettivi cognitivi. Il tempo assegnato per lo svolgimento della verifica è stato di 100 minuti.

	Domanda
	Obiettivo cognitivo
	Descrittore

	1
	Riconoscere il segno delle  funzioni goniometriche e delle relazioni fondamentali che le legano.
	Lo studente sa manipolare opportunamente le funzioni goniometriche passando da una all'altra, scegliendo opportunamente i segni ed utilizzando le proprietà dei radicali quadratici

	2
	Riconoscere il valore delle funzioni goniometriche di angoli particolari e di angoli ad essi riconducibili.
	Lo studente sa calcolare i valori delle funzioni goniometriche degli angoli fondametali o ad essi riconducibili

	3
	Riconoscimento di angoli associati ad un angolo generico e dimostrazione di un'identità goniometrica; rappresentazione dell’ampiezza dell’angolo in radianti
	Lo studente sa riconoscere angoli associati ad angoli generici (complementari, supplementari ecc..) e sa operare algebricamente con essi  e sa riconoscere l'identtà di due espressioni apparentemente diverse e sa riconoscere l'effetto del segno di un angolo sul valore delle sue funzioni goniometriche. Sa riconoscere il significato di un’ampiezza angolare in radianti.

	4
	Saper dimostrare un'identità goniometrica facendo uso delle relazioni fondamentali e di manipolazioni algebriche e saper riconoscere il campo di validità di un'idendità
	Lo studente sa effettuare una dimostrazione anche in modo formalmente corretto, sa sfruttare a questo scopo le relazioni goniometriche fondamentali e sa sfruttare le proprie conoscenze algebriche per manipolare opportunamente espressioni. Lo studente sa determinare l'insieme di validità di un'identità sfruttando le conoscenze del dominio delle funzioni goniometriche

	5
	Saper riconoscere il significato, l'insieme di definizione e l'insieme immagine delle funzioni goniometriche inverse
	Lo studente sa operare con le funzioni goniometriche inverse conoscendo l'insieme di definizione e riconoscendo l'unicità della soluzione.

	6
	Risolvere un'equazione goniometrica. Rappresentazione dell’ampiezza di un angolo in radianti
	Lo studente sa scrivere la soluzione di un'equazione goniometrica elementare riconoscendone la periodicità ed il valore di angoli particolari; sa riconoscere il significato di un’ampiezza angolare in radianti.

	7
	Scrivere l'equazione cartesiana di una retta a partire dalla conoscenza delle funzioni goniometriche dell'angolo che essa determina con gli assi cartesiani.
	Lo studente riconosce che la funzione goniometrica tangente rappresenta il coefficiente angolare della retta e sa ricavarsela sfruttando le relazioni fondamentali operando opportunamente con il segno

	8
	Saper rappresentare graficamente una funzione goniometrica con parametri numerici e determinarne le caratteriche
	Lo studente sa rappresentare correttamente su un piano cartesiano una funzione goniometrica con parametri numerici, sa scegliere opportunamente la scala degli assi, sa riconoscere il dominio, il codominio, il periodo, gli zeri ed eventuali simmetrie del diagramma. Lo studente conosce il corretto ordine con il quale vanno applicate le diverse operazioni della funzione. Lo studente sa interpretare l'effetto dei diversi parametri come trasformazioni geometriche.

	9
	Saper rappresentare ed  operare con funzioni goniometriche contenenti un valore assoluto
	Lo studente riconosce l'effetto di un valore assoluto sul diagramma di una funzione; sa costruire correttamente il diagramma e sa riconoscere a partire da esso il dominio ed il codominio. Lo studente conosce il corretto ordine con il quale vanno applicate le diverse operazioni della funzione.


5. Testo della prova e correttore

1) Di un angolo  si sa che 
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 e che 90°<a<180°. Determina cotgsen, cos.    

2) Semplifica la seguente espressione: 
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3) Verifica la seguente identità: 
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4) Verifica la seguente identità, facendone anche le condizioni di esistenza:
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5) Calcola 
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Risolvi le seguenti equazioni goniometriche:       

a) 
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7) Scrivi l’equazione di una retta passante per il punto P(2; 1) e che formi con il semiasse positivo delle ascisse un angolo  acuto tale che 
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8) Rappresenta graficamente la seguente funzione e determinane dominio, codominio, periodo, zeri, eventuali simmetrie (pari/dispari): 
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9) Rappresenta graficamente la funzione 
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Segue il correttore:

1) Di un angolo  si sa che 
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 e che 90°<<180°. Determina cotgsen, cos.    
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(scelta del segno negativo per il valore del coseno)

2) Semplifica la seguente espressione: 
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3) Verifica la seguente identità: 
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4) Verifica la seguente identità, facendone anche le condizioni di esistenza:
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Campo di validità dell’indentità: 
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5) Calcola 
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Risolvi le seguenti equazioni goniometriche:       

a) 
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b) 
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 EMBED Microsoft Equation 3.0 [image: image35.wmf]2

8

4

2

p

p

p

p

k

x

k

x

+

-

=

Þ

+

-

=

, 
[image: image36.wmf]Z

k

Î


7) Scrivi l’equazione di una retta passante per il punto P(2; 1) e che formi con il semiasse positivo delle ascisse un angolo  acuto tale che 
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  (scelta del segno positivo)

Equazione della retta generica: 
[image: image39.wmf]2
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Equazione della retta: 
[image: image40.wmf]2
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8) Rappresenta graficamente la seguente funzione e determinane dominio, codominio, periodo, zeri, eventuali simmetrie (pari/dispari): 
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[image: image42.emf]
L’ampiezza dell’angolo sull’asse x è espressa in radianti

Dominio: R

Codominio: 
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Periodo: 
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Zeri: 
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Simmetrie: la funzione non è né pari né dispari

9) Rappresenta graficamente la funzione 
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y

2

1

+

=

, determinandone dominio e codominio
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L’ampiezza dell’angolo sull’asse x è espressa in radianti

Dominio: R

Codominio: 
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6. Criteri di scoring

Il punteggio massimo attribuibile agli esercizi era riportato al fondo del testo della verifica:

	Es 1
	Es 2
	Es 3
	Es 4
	Es 5
	Es 6 a
	Es 6 b
	Es 7
	Es 8
	Es 9
	TOT

	0,9
	0,9
	0,9
	0,9
	0,7
	0,7
	0,6
	0,8
	1
	0,6
	8


L’attribuzione del punteggio massimo ha tenuto conto della 

· difficoltà dell’esercizio (abbastanza omogenea)

· della sua estensione

In quest’ottica hanno ottenuto 0.9-1 punti gli esercizi che prevedevano la risposta a molte domande o che si presentavano più complessi da risolvere.

Il criterio fondamentale quindi è stato quello del premiare il fatto di aver compreso e di saper applicare i concetti chiave imparati nell’unità didattica prescindendo per una volta dalla complessità algebrica. Al termine della verifica vi era specificato che la sufficienza veniva raggiunta con un punteggio di 4 Punti.

7. Griglia di valutazione 

	Esercizio
	Punteggio

	Es 1


	da 0 a 0,9 punti:

+0,3 - Conoscenza delle relazioni fondamentali

+0,3 - Passaggi algebrici

+0,3 - Riconoscimento del segno

	Es 2


	da 0 a 0,9 punti:

+0,3 - riconoscimento degli angoli associati

+0,3 - valori delle funzioni goniometriche degli angoli fondamentali

+0,2 - segni delle funzioni goniometriche

+0,1 - passaggi algebrici

	Es 3 
	da 0 a 0,9 punti:

+0,4 - riconoscimento degli angoli associati

+0,3 - segni delle funzioni goniomtriche

+0,2 - passaggi algebrici

	Es 4
	da 0 a 0,9 punto:

+0,3 - relazioni goniometriche

+0,3 - segni delle funzioni goniomtriche

+0,3 - condizioni di esistenza

	Es 5
	da 0 a 0,7 punti:

+0,4 - procedimento

+0,3 - passaggi algebrici

	Es 6 a
	da 0 a 0,7 punti:

+0,3 -  riconoscimento degli angoli base

+0,2 -  periodicità

+0,2 - passaggi algebric

	Es 6 b
	da 0 a 0,6 punti:

+0,2 -  riconoscimento degli angoli base

+0,2 -  periodicità

+0,2 - passaggi algebrici

	Es 7
	da 0 a 0,8 punti:

+0,4 -  calcolo della tangente

+0,4 -  equazione della retta

	Es 8
	da 0 a 1 punti:

+0,4 -  diagramma

+0,1 -  dominio

+0,1 - codominio algebrici

+0,2 – zeri

	Es 9
	da 0 a 0,6 punti:

+0,3 -  diagramma

+0,1 -  dominio

+0,2 -  codominio


Il voto minimo era 2, il massimo era 10.

Per avere la sufficienza lo studente doveva totalizzare 4 punti.

Calcoliamo:

· Il fattore di scala della sufficienza:

fss : = 
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· Il fattore di scala dell’insufficienza: 

fsi : = 
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Se il punteggio totale dell’alunno è >= del punteggio di sufficienza:

Voto = 6 + 
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Se il punteggio totale dell’alunno è < del punteggio di sufficienza:

Voto = 2 (Voto minimo) + 
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8. Analisi dei risultati

Riporto di seguito i risultati di ciascun alunno:

[image: image58.emf]Es 1 Es 2 Es 3 Es 4 Es 5 Es 6 a Es 6b Es 7  Es 8 Es 9 TOT VOTO

0,9 0,9 0,9 0,9 0,7 0,7 0,6 0,8 1 0,6 8 10

0,8 0,5 0,4 0,6 0,4 0,6 0,6 0,8 0,7 0,5 5,9 7,9

0,9 0,2 0,5 0,9 0 0,3 0,4 0 0 0 3,2 5,2

0,7 0,5 0,6 0,7 0,7 0,7 0,2 0,8 0,4 0,3 5,6 7,6

0,7 0,7 0,7 0,9 0,3 0,3 0,4 0 0,4 0,1 4,5 6,5

0,9 0,9 0,9 0,7 0,7 0,5 0,3 0,8 0,4 0,6 6,7 8,7

0,9 0,4 0,9 0,4 0 0,7 0,1 0,4 0,7 0,4 4,9 6,9

0,9 0,7 0,6 0,9 0,7 0,6 0,5 0,8 0,4 0,4 6,5 8,5

0,7 0,9 0,7 0,8 0,7 0,7 0,6 0,8 1 0,4 7,3 9,3

0,9 0,9 0,9 0,6 0,5 0,5 0,4 0,7 0,4 0,6 6,4 8,4

0,3 0,4 0,4 0,4 0 0,1 0,1 0 0 0 1,7 3,7

0,7 0,7 0,9 0,9 0,7 0,7 0,3 0,8 0,9 0,6 7,2 9,2

0,9 0,4 0,9 0,4 0,3 0,2 0,3 0,4 0,5 0,1 4,4 6,4

0,9 0,7 0,9 0,9 0 0,7 0,4 0,6 1 0,4 6,5 8,5

0,3 0,9 0,5 0,4 0,7 0,1 0,4 0 0 0 3,3 5,3

0,6 0,2 0,9 0,7 0,4 0,7 0,4 0,8 0,8 0,6 6,1 8,1

0,9 0,8 0,6 0,9 0,7 0,7 0,6 0,8 0,9 0,6 7,5 9,5

0,9 0,7 0,9 0,9 0,7 0,7 0,6 0,8 0,9 0,6 7,7 9,7

0,3 0,4 0,5 0,9 0 0,1 0,3 0 0 0,1 2,6 4,6

0,9 0,9 0,9 0,6 0,7 0,7 0 0,7 0,5 0,6 6,5 8,5

0,9 0,4 0,9 0,9 0 0,7 0,4 0,4 0,7 0,6 5,9 7,9

0,3 0,7 0,9 0,7 0 0,6 0,3 0,6 0,6 0 4,7 6,7

0,6 0,7 0,9 0,4 0,3 0,2 0,1 0,4 0,5 0 4,1 6,1

0,9 0,4 0,9 0,7 0,7 0,1 0,1 0,8 0,7 0,1 5,4 7,4


Interessante il confronto con i risultati della precedente verifica formativa in itinere, dal quale risulta evidente un generale miglioramento dei risultati, ad indicare l’utilità della della verifica formativa stessa:

	Valutazione verifica formativa
	Valutazione verifica finale

	6,5
	7,9

	4,7
	5,2

	6,3
	7,6

	4,1
	6,5

	6,8
	8,7

	5,2
	6,9

	7,5
	8,5

	7,7
	9,3

	6,3
	8,4

	4
	3,7

	8,8
	9,2

	4,2
	6,4

	6,5
	8,5

	4,8
	5,3

	7,7
	8,1

	7,2
	9,5

	7,5
	9,7

	5
	4,6

	9
	8,5

	5,8
	7,9

	4,2
	6,7

	4,5
	6,1

	5
	7,4


Si è tenuto conto poi, sul punteggio finale di una approssimazione per difetto/eccesso al voto “significativo” più vicino, ottenendo talvolta anche esiti differenti in base alle tipologie di errori fatte. 

[image: image59.emf]Es 1 Es 2 Es 3 Es 4 Es 5 Es 6 aEs 6b Es 7  Es 8 Es 9 TOT

0,9 0,9 0,9 0,9 0,7 0,7 0,6 0,8 1 0,6 8

0,8 0,5 0,4 0,6 0,4 0,6 0,6 0,8 0,7 0,5 5,9

0,9 0,2 0,5 0,9 0 0,3 0,4 0 0 0 3,2

0,7 0,5 0,6 0,7 0,7 0,7 0,2 0,8 0,4 0,3 5,6

0,7 0,7 0,7 0,9 0,3 0,3 0,4 0 0,4 0,1 4,5

0,9 0,9 0,9 0,7 0,7 0,5 0,3 0,8 0,4 0,6 6,7

0,9 0,4 0,9 0,4 0 0,7 0,1 0,4 0,7 0,4 4,9

0,9 0,7 0,6 0,9 0,7 0,6 0,5 0,8 0,4 0,4 6,5

0,7 0,9 0,7 0,8 0,7 0,7 0,6 0,8 1 0,4 7,3

0,9 0,9 0,9 0,6 0,5 0,5 0,4 0,7 0,4 0,6 6,4

0,3 0,4 0,5 0,4 0 0,1 0,6 0 0 0 2,3

0,7 0,7 0,9 0,9 0,7 0,7 0,3 0,8 0,9 0,6 7,2

0,9 0,4 0,9 0,4 0,3 0,2 0,3 0,4 0,5 0,1 4,4

0,9 0,7 0,9 0,9 0 0,7 0,4 0,6 1 0,4 6,5

0,3 0,9 0,5 0,4 0,7 0,1 0,4 0 0 0 3,3

0,6 0,2 0,9 0,7 0,4 0,7 0,4 0,8 0,8 0,6 6,1

0,9 0,8 0,6 0,9 0,7 0,7 0,6 0,8 0,9 0,6 7,5

0,9 0,7 0,9 0,9 0,7 0,7 0,6 0,8 0,9 0,6 7,7

0,3 0,4 0,5 0,9 0 0,1 0,3 0 0 0,1 2,6

0,9 0,9 0,9 0,6 0,7 0,7 0 0,7 0,5 0,6 6,5

0,9 0,4 0,9 0,9 0 0,7 0,4 0,4 0,7 0,6 5,9

0,3 0,7 0,9 0,7 0 0,6 0,3 0,6 0,6 0 4,7

0,6 0,7 0,9 0,4 0,3 0,2 0,1 0,4 0,5 0 4,1

0,9 0,4 0,9 0,7 0,7 0,1 0,1 0,8 0,7 0,1 5,4

Punteggio minimo 0,3 0,2 0,4 0,4 0 0,1 0 0 0 0 2,3

Punteggio massimo 0,9 0,9 0,9 0,9 0,7 0,7 0,6 0,8 1 0,6 8

Media 0,74 0,62 0,76 0,71 0,41 0,5 0,37 0,54 0,56 0,34 5,55

Moda 0,9 0,7 0,9 0,9 0,7 0,7 0,4 0,8 0,4 0,6 5,9

Mediana 0,9 0,7 0,9 0,7 0,45 0,6 0,4 0,7 0,55 0,4 5,9

Deviazione standard

0,22 0,23 0,18 0,2 0,31 0,24 0,18 0,320,33 0,25 1,63


Come evidenziato dagli indicatori statistici i risultati sono distribuiti su un ampio intervallo che ha come media 5,5 punti che corrispondono ad un 7 e mezzo ed una deviazione standard di 1,63. Inoltre la metà degli esercizi è stata affrontata da tutti gli studenti. La presenza di 4 voti superiori al 9 di cui un 10, indica che gli obiettivi cognitivi sono adatti al raggiungimento dell'eccellenza da parte dei ragazzi che presentano migliori capacità. Sicuramente il livello della verifica è stato adatto al livello della classe ed è risultato abbastanza semplice per alcuni di loro.

I risultati rispecchiano, a parere del docente, l’andamento medio della classe per la quale la matematica è una materia che riscuote grande apprezzamento e per cui gli studenti dimostrano una particolare propensione ed interesse. Ad influire sui risultati positivi sono state sicuramente anche le modalità di gestione dell’unità didattica che non si discosta significativamente da quella utilizzata dal docente sia per impostazione che per tipologia di linguaggio utilizzato, evitando sicuramente agli studenti sensazioni di disorientamento che avrebbero potuto recare qualche difficoltà nella comprensione dei contenuti.

Presentiamo ancora di seguito la distribuzione dei voti per intervalli:

[image: image60.emf]Intervalli Frequenza assoluta Frequenza relativa  Frequenza cumulata

2 – 3 0 0,00% 0

3 – 4 1 4,35% 1

4 – 5 1 4,35% 2

5 – 6 2 8,70% 4

6 – 7 5 21,74% 9

7 – 8 4 17,39% 13

8 – 9 6 26,09% 19

9 – 10 4 17,39% 23


Come mostra il seguente grafico la distribuzione dei voti segue quella normale (gaussiana) con una maggior concentrazione sui voti alti.
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Riportiamo anche la distribuzione cumulata della frequenze:
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9. Analisi degli item

I quesiti della verifica, di seguito indicati conil termine “item”, sono stati analizzati tramite i seguenti indici:

· l’indice di difficoltà  (ID)

· il potere discriminante  (PD)

· l’indice di selettività (IS)

· l’indice di affidabilità (IA)

1. Indice di difficoltà

Questo indice, calcolato tramite la formula sotto indicata, varia tra 0 e 1 e vuole significare quanto la domanda è stata percepita come difficile in base a quanti hanno risposto in modo corretto. Quindi se ID =0 allora significa che la domanda è troppo difficile perché nessun alunno ha dato una risposta corretta.
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Abbiamo indicato con:

P = la somma dei punteggi ottenuti dagli allievi per ogni item;

M = punteggio massimo dell’item;

n = numero totale degli allievi.

Per i valori compresi tra 0 e 1 ci si può riferire alla seguente tabella:

	Valori dell’indice di difficoltà
	Grado di difficoltà

	0-0,25
	item difficile

	0,26-0,5
	item medio-difficile

	0,51-0,75
	item medio-facile

	0,76-1
	Item facile


Riportiamo, dunque, la tabella e  l’istogramma relativo agli item della prova di verifica:

[image: image63.emf]Es 1 Es 2 Es 3 Es 4 Es 5 Es 6 a Es 6 b Es 7  Es 8 Es 9 Media

1,22 1,87 1,13 1,02 0,8 0,54 0,66 0,76 0,67 0,85 0,95
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Emerge dall’indice che nessun esercizio è difficile né nediamente difficile. I primi 4 esercizi  risultano tutti facili, in particolare il 2 spicca per facilità rispetto al livello degli altri esercizi. Il compito nel complesso risulta molto semplice in quanto la media degli indici di difficoltà è 0,95.

2. Potere discriminante

Questo indice indica la capacità dell’item di distinguere chi ha risposto in maniera corretta da chi ha risposto in maniera sbagliata. Il PD varia tra 0 e 1; PD = 0 significa che tutti gli studenti hanno risposto o in modo corretto o in modo errato, PD = 1 significa invece che metà degli studenti ha risposto in modo corretto e metà in modo errato.
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dove: 

E = somma delle risposte corrette per ciascun item. Abbiamo considerato corrette quelle risposte con punteggio maggiore o uguale a 0,6 del punteggio totale dell’item considerato.

S = somma delle risposte sbagliate per ciascun item. Sono di conseguenza sbagliate quelle risposte con punteggio minore 0,6 del punteggio totale dell’item considerato. 

n = numero totale degli allievi

Siccome nel nostro caso n=23 allora vediamo per ciascun item:

[image: image65.emf]Es 1 Es 2 Es 3 Es 4 Es 5 Es 6 a Es 6 b Es 7  Es 8 Es 9 Media

Esatte (>=0,6) 19 13 18 18 18 15 13 14 11 13 15,2

Sbagliate 4 10 5 5 5 8 10 9 12 10 7,8

0,57 0,98 0,68 0,68 0,68 0,91 0,98 0,95 1 0,98 0,84

P

D


La maggior parte degli item ha un altro potere discriminante tranne che per il primo che presenta un potere discriminante debolmente inferiore.
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3. Indice di selettività

Questo indice serve a misurare quanto l’item è stato utile per distinguere gli studenti bravi (voti migliori) da quelli che hanno ottenuto un basso punteggio.
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dove: 

Nm = somma delle risposte esatte date all’item dal terzo di studenti che hanno ottenuto punteggi migliori;

Np = somma delle risposte esatte date all’item dal terzo di studenti che hanno ottenuto i peggiori risultati;

n = numero totale degli allievi.

L’IS varia tra –1 e 1: se IS = 1 il terzo di studenti più bravi ha risposto in modo corretto mentre il terzo degli studenti meno bravi ha risposto in modo errato. In questo caso la selettività dell’item è massima. Se IS = 0 l’item non è per niente selettivo poiché significa che tanti studenti bravi quanti scarsi hanno risposto in modo corretto. Se infine IS = -1 si parla di selettività rovesciata: gli studenti scarsi hanno risposto in modo corretto mentre i bravi in modo errato.

Nel nostro caso risulta n/3 = 7  quindi, ho considerato i 7 migliori e i 7 peggiori.

[image: image67.emf]
A parte il primo item, gli altri risultano decisamente selettivi.

[image: image68.emf]
4. Indice di affidabilità

Questo indice si può calcolare mediante la formula
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ID = indice di difficoltà;

IS = indice di selettività.

Questo indice varia in valore assoluto da 0 (affidabilità minima) a 1 (affidabilità massima). Affidabilità minima significa che non discrimina in modo chiaro gli studenti più preparati da quelli meno preparati, mentre nel caso si avvicini a 1 significa che l’item discrimina in modo chiaro studenti preparati dagli altri, e quindi si può ritenere affidabile.

Riporto di seguito la tabella e l’istogramma dell’indice di affidabilità:

[image: image69.emf]Es 1 Es 2 Es 3 Es 4 Es 5 Es 6 aEs 6b Es 7  Es 8 Es 9 Media

Nm 7 7 7 7 7 7 6 7 7 7 6,89

Np 3 0 2 2 0 0 0 0 0 0 0,78

0,57 1 0,71 0,71 1 1 0,86 1 1 1 0,87
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s


In generale emerge un indice di affidabilità piuttosto alto per ciascun item, tranne forse il 6a e 6b.

Questo risultato si può interpretare anche con il fatto chei vari esercizi non erano progressivi ma ciascuno per essere risolto necessitava di competenze diverse.
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10. Proposte di modifica alla prova
Alla luce dei risultati e dopo aver analizzato gli indici nel caso, se dovessi riproporre la stessa prova la calibrerei in modo un po’ differente. I primi esercizi sono risultati molto semplici e andrebbero resi più articolati, verificando un numero maggiore di competenze ed abilità richieste, in modo da differenziare maggiormente i risultati degli studenti. 

Ad esempio, si potrebbe inserire un esercizio del tipo:

Sapendo che cosα= -4/5 e che π < α < 3/2π ; Calcola:

cos(270°-α )/ sen(-α-90°) + cotg(540°+α )/ tg(630°-α )

Questo esercizio unisce le competenze e le abilità richieste negli esercizi 1 e 3 (e parzialmente, quelli dell’esercizio 2) ed è anche maggiormente completo per quanto riguarda la conoscenza degli angoli associati.

Inoltre, l’esercizio numero 8 verifica la capacità di costruire un diagramma cartesiano di una funzione goniometrica complessa: sarebbe probabilmente necessario inserire un quesito che verifichi anche la capacità inversa, cioè quella di leggere correttamente un diagramma cartesiano proposto. Si potrebbe ad esempio pensare di proporre un quesito del genere:
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 i seguenti diagrammi cartesiani: 
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Determina, per ognuno di essi: dominio, codominio, periodo, eventuali zeri e simmetrie. Prova ad ipotizzare una funzione goniometrica che abbia tale rappresentazione cartesiana.

11. Indicazioni per il recupero

Al fine di individuare la mappa delle persone che non hanno raggiunto determinate competenze, sono stati raggruppati gli item secondo quattro macro-competenze che riassumono gli obiettivi di apprendimento elencati all’inizio di questa analisi. Per ognuno di essi vengono indicati gli item relativi.
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Con una mappa di questo tipo viene indicato in percentuale il raggiungimento della competenza; il rosso significa che il raggiungimento non è completo (rosso scuro, non raggiungimento della competenza, rosso chiato raggiungimento parziale della competenza).

E’ possibile quindi far seguire azioni di recupero mirate raccogliendo in sottogruppi gli studenti che hanno lacune evidenziate e dando loro l’obiettivo di risolvere esercizi analoghi a quelli proposti nella verifica. Il superamento del deficit potrebbe poi essere misurato da una interrogazione orale.

Relativamente invece alle equazioni goniometriche e della costruzione del grafico cartesiano, dove è molto elevato il numero di coloro che non hanno raggiunto la competenza è opportuno sarà opportuno riprendere l’argomento in aula con la classe intera chiarendo i punti chiave e eseguendo esercitazioni di gruppo in classe e casa sotto forma di compiti assegnati nella prospettiva di proporre nella successiva verifica alcuni quesiti incentrati su questa competenza.

12. La programmazione successiva

La  programmazione successiva sarà così impostata:

· Le formule goniometriche (di addizione e sottrazione; duplicazione; bisezione; parametriche; di prostaferesi e Werner) e le relative dimostrazioni

· La risoluzione di equazioni goniometriche non elementari, da risolversi anche utilizzando el formule goniometriche

· L’estensione della definizione delle funzioni goniometriche dalla circonferenza goniometrica ad un qualsiasi triangolo rettangolo, come rapporto tra la lunghezza di lati.

· La risoluzione di problemi di geometria piana e solida formalizzabili tramite equazioni goniometriche

· Le disequazioni goniometriche

Anche nella programmazione successiva, si pensa di mantenere l’impostazione didattica di questa unità, in particolare per quanto riguarda il legame tra algebra e significato geometrico: ad esempio nella risoluzione delle disequazioni goniometriche, sarà importante ricercare graficamente la soluzione, sia sulla rappresentazione sulla circonferenza goniometrica, sia sulla rappresentazione cartesiana della funzione goniometrica in esame. Un altro esempio potrebbe essere quello delle formule di prostaferesi: anziché limitarsi a presentarle come meccanismo algebrico di somma di funzioni goniometriche di argomento diverso, verranno presentate come meccanismo per effettuare la somma di due diagrammi di tipo sinusoidale, con esempi di applicazioni pratiche, come quella della somma di segnali acustici (esempio tratto dal campo della musica e della fisica acustica) o di onde elettromagnetiche/meccaniche (esempi tratti dalla fisica ottica: esempi pratici di interferenza tra onde elettromagnetiche o tra onde meccaniche).

13. La programmazione successiva

In conclusione di questo lavoro, possiamo fare le seguenti osservazioni e riflessioni.

In primo luogo si è constatato l’esito sostanzialmente positivo della prova di verifica (la maggior parte delle competenze obiettivo sono state raggiunte dalla maggioranza degli studenti) ed il generale miglioramento rispetto agli esiti della prova di verifica formativa precedentemente somministrata. 

In secondo luogo una quasi perfetta corrispondenza tra le valutazioni della verifica in esame e le precedenti valutazioni in matematica dei singoli allievi, segno che la prova non ha presentato dei grossi salti di difficoltà rispetto a quelle precedentemente somministrate.

Per quanto riguarda i risultati dell’analisi, sono risultate particolarmente interessanti le conclusioni che hanno portato a formulare un piano di recupero per gli allievi che abbiano mostrato lacune. Nello specifico, è emerso che le difficoltà non riguardavano tanto l’argomento nella sua generalità, quanto piuttosto alcune specifiche competenze e conoscenze. In questo modo si auspica di attuare un intervento di recupero-sostegno maggiormente efficace e mirato, in modo da risparmiare anche sul tempo impiegato per il recupero stesso o quantomeno farne un uso più razionale.

Per quanto riguarda infine l’analisi degli indici relativi ai singoli item, sono emese osservazioni interessanti, anche se dato l’esito generalmente positivo della prova e la sostanziale omegeneità di difficoltà dei singoli quesiti, nel caso specifico della verifica presa in esame non si sono fatte scoperte particolarmente inattese. Resta comunque l’esperienza di aver sperimentato un metodo sistematico per far emergere determinati aspetti di una prova di verifica, che risulterebbero altrimenti nascosti dietro alla valutazione complessiva assegnata.
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